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１
序 論
　今後、実数体双を定義域とした次の性質をもつ実数値関数の全体Ｆを考える．単に関数とい
えばＦの関数を意味するものとする．
　i?3 Va;､ｙに対しがｚ十め＝八ｚ)十人ダ)　　　　　　　　　　　　　　　　　‥
　今Ｒヨｖｃに対して、人ｚ)＝にとなる関数ｙをごと同一視して、べx) = cxと書くことに
する.
　　･ご(ｚ十ｙ)＝べｚ十ｙ)＝に十り＝ベヱ)十氏ｙ)よりｃＥ≡Ｆ
　　特に　O(ｚ)＝O　で　0 e F
　Ｆ∋リ‰rに対しげ十g)ix)=Ax)十訳めと定義すれば
　　げ十ｇ)(Ｊ十ｙ)＝ｙ(､､ｒ十分十凱ｚ十い＝八幻十ｙり)十威幻十ｇり)Ｉ
　　＝／(め十ｇ(､幻十八ダ)十ｇり)=(/"十ｇ)(ヱ)十(／十ｇ)(ｙ)
より　y｀十≪-GF
　又Ｒ∋りに対して(げ)口｀･＝げt､幻　と定義すれば(､げ)り十ダ)＝げ口十y-) = c〔ｙ(幻十
八ｙ)〕＝げ(幻十げC3') = Cげ)(ｚ)十(げ)(､ｙ)となるから　げe F
　　特に　レノヅ幻＝一八Ｊ)で　-f&F
　以上のことから、Ｆは沢上のヘクトに空間をなすことが容易に確められる．
　又、Ｆヨ^f,sに対して(ｇｙ)(ヱ)＝ｇ〔／(Ｊ)〕と定義すれば(ｇｙ)(ヱ十y)=g〔ｙ(､ｒ十ｙ)〕＝
ｇ〔ｙ(め十ｙ(､い)＝ｇ〔プ(､め)十ｇ〔八い〕＝(ｇ／)(幻十igf)り)となるからgf^F
　　　(肌／十ｇ)〕{x)= h〔(ｙ十ｇ)(め)＝/l〔ｙ(幻十ｇ(ｚ)〕＝ん〔ｙ(幻)十八〔飢幻〕
　　　　　　　　　　= {hf)(x)十φぬ(､幻＝φ/｀十みｇ)口)･
より　垣､ｆ十ｇ-^　=　ｈｆ十Kg
　同様に(､ｇ十ｈ-) f=ｇ／十町及び(hg-)ｆ＝Ｋｇハ・か確められる．そしてＦは[{x')=xな
る関数１を単位元とした環になることは容易に確められる．　　　　　　　　　　　づ
　この環が非可換で零因子をもつことは後で示そう．だからＦは整域にはならない.
　　ｙ(､2が)=/(､jｒ十ｆ)＝ｙ(､ｚ｀)十ｙ(ズ)＝2ｙ(､功
一般に7zか自然数のときf{,nx)=nf<^x)が数学的帰納法で証明出来る．
　又、ｙ(O｀)＝ｙ(O十〇)＝／(O)十プ(O)より　／(O)＝0
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これは又　/■(Ox)=O/μ)を意味する.　　＼　　　　　　　　　　　　・
　　O＝八〇)＝八―nx十れ工)=f{-nx)十八nx)=f(-nx)+nf {x)よりノレに)=-≪八ｚ)
　よって77zが整数ならばf{mx) = mfix)　　･ご≒，
　　nf{ｍｉｎｘ)＝ｙ(ｎｍＺｎエ)＝y｀(1?l工)＝77げ(ヱ).･.･./(m/nx) = 7?i/?if (a;)
　よってｒが有理数ならば　y｀(,ｒ,ｒ｀)＝ｒ／(めニ　!･
　沢∋々に対し，じをＦの元と見た時の関数べづ=フロフは当然連続関数であるが，逆にＦの
元y｀が連続関数ならばi?3Varに対しαに収束する有理数列〔ら〕くをとればｙ(α^) = lim/(r≫x")
= lim ｒ。fix-)=af(,x)　　　　　　　　　　　　　　　＜
　よって　ｙ｀(α)= /Cα･Ｄ＝α/(n　　　　　　　‥‥‥．｀
八1)＝ごとおけば／(,α)＝じα即ちﾌﾞlx) = cxよってf＝ｃだからＦの中の連続関数の全体は同
一視のもとに実数体を作る．　　　　　　　　　＜
　今後∧ヨ゛λに対してらが定義され，有限個のχ1,λ2, ･･･>λ，を除く全てのλに対してら＝0
なるときΣら,＝Σら　と書＜ことにする.　　　＞　　　｀'
　　　　1'1　　　λ6∧　　　　　　　　　　　　　　　　，‘　　　　　　　　　　，
　但しら1,ら2√….臥．の中にＯなるものがあっても差文えない．
　実数体尺を有理数体Ｑ上のベクトル空間と見なした時め基底をｙとする．勿論無限次元であ
る．(基底の存在と次元については文献〔1〕を見よ．)．　　　　　‥
　Ｒヨ゛ｚに対し, X = XiUi十XiU2十…十jらzらとなる有限個の．ｙ･の元Wl,"2,…,w, .及びＱの元
^1,^2, ･■･,らが存在するが，これを上記の約束にj従って，Ｊ＝Σらzz　と書いてもよい.
　　／(ｚ)＝ｙ(ヱlzz1十XiU2十…十jらzz。)'＝jｒly｀(zzl｀)十ぶ2/.("2丿十.j叶亮/(.".)
　或は／(ｚ)＝Σｚ。／(ｌ功と書いてもよい.……"‥‥‥
　　　　　　　　ucr　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　'
　いずれにしてもｙの各元に対して関数の値を決めれば沢の各元の関数の値は決まる，
　今ｙ∃"0,Ml (但し吻≒≪l)に対して，次のようにノに属す,る関数α丿を定める．
　　べUi)=Ui　ｙヨVu^Uiに:対し　眠硝＝0
　　Z･(,"i)= "o　ｙヨり≒zz1に対し　Z･(z4)＝O　ダ
　当然４ｊ≒Ｏであるが，沢ヨ゛Ｊ＝Σらzzに対し，必要ならば係数をＯとしてでもzz1を含ませ
てX ―Xjtli十X2U2十…刄zらと表現出来る．　　　／　・卜　ヶ
　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　４ｙ　．　　　１　　　　　　　　　　　１
　晩ｙ･･，Ｍ≫の中にzzoに一致するものかおる場合も，ない場合もある.
　　Z･{x)=x^b{u{)十J2&(zz2)十…十x,b{u^)=XiUo　ニ
　　(,必｀)口｀)＝α(涙1簡))＝ヱ1α(ao)＝Oよって必＝Oご　，
これよりＦが零因子をもつことがわかる．　　　ノ＼－
　勿論{ab){ui-) = Qだが(＆)皿1)＝&〔α("l)〕一臥zz1)＝4o≒0.
　∴　必≒Z,αこれよりＦか非可換なことを知る．｀
　　　　　　　　　２．関数の無限行列表現
関数か決定されることはｙの各元に対して関数か決坦されることと同値だった．
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　　ｙヨ゛zz把対して，八〇＝ΣらＪ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　”
ご　　　　　∧　　　　　　　　　　・ぞF　　　　　　　　
F　　　　　　　　LJ　　　　　　　　　¶I　　　　　　　　　I但しα．≒Oなる77は高々有限個しか存在しない．
　そこで任意の関数ｙに対して（α．；zz,77弓ｙ）なる有理数の組が決まる．
　これをＡ＝（･"≪t,; u,z･Ｅｙ）又は単にＡ＝（α．）で表わし，Ａは（ｙ,ｙ）形の無限行列である
と呼ぶ．
　（,４．;ｖＥｙ）をzz行，聊．;ｇＥｙ）を77列と呼ぶ.
　α．をzz行77列の元，又は単に皿,功元と呼ぶ．又ｖｇＥｙに対して４．≒Oなるヽむは高・
々有限個しかないから行有限であるという．　　　　　　　　，　　　　　　　　　‥・
　逆に行有限な行列Ｂ＝ゆ,ぷが与えられた時，ｙヨｖzzに対して臥愉＝Σbuv-"によって関数
が定義されるから，関数と行有限な行列との間に１対１対応がつく．
　今後，単に行列といえば有理数を組成分子とする行有限な（ｙ,ｙ｀）形の無限行列を意味するもの
とす’る．（より一般な無限行列については文献〔ｎ〕を見よ.）
　定理，関数ｙに対応する行列をÅ＝叫ぶとすれば，尺ヨｙｚ＝Σらzzに対し,＼刃,葡＝ΣｙＪ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’゛　　　　1　　，tぷてｙ　　　　　　　　｀　　　ヽvsr
とすればｙ。＝ΣＪＪ。となる.
　　　　　　　tぷだＦ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ツ，　　　　　　　　　　　　　　　　・
　証明　　ヱ＝Σx^u =Σ々４とすれば・
tぶぞｙ ｉ－１
　　　　　　　　　　　　　　　　　ｍf{.u,-) =Σどz?&iむﾌﾉ＝Σ'^ui・jりｊ
勿６Ｆ J－1　ヽ
ｊの番号は必要ならば係数を０ として含ませるごとによらて･l i の各番号について共通にとれる．
八’トjJ‘/
m卜j?,(竺゛一J y.
°
f7>
とおけj
jy丿゜
八
^l^utvJ°,3ﾖｱでβ゛り
りl,-V2,….･^m」以外のひについてはjy。＝Σヱ。α。。は左右両辺共に０として成立つ。
今，Ｆヨ゛yT,ｇに対し，それぞれ行列Å＝（,ａ． Ｔ, Ｂ　＝　(b＾いが対応すれば
y（i功＝Σら。77＝Σらｌ夕J　gゆj＝Σろｕ。ｚJ＝
　　　１６Ｆ　　‘ j－1　　　　　　　　　　16ｙ
Σbuvj-"}
ｊ-1
必要ならば係数を０としてでも含ませることによって、ｊの番号は　畠
よい｡
　　リ十ぬ(､め＝Σらり町十Σみ。戸J＝Σ(､α。j十呪ぶ町＝Σ(らｉ十＆ｌ)ひ
　　　　　　　　　J=l　　　　　J-i　　　　　J-1　　　　　　　　　　16ｙ
tﾉljﾉ2,…,ﾌﾉ。以外の77については係数がＯで成立っている。
　これより関数ｙ十ｇには行列（,α。十ろ。げ,ﾌﾉＥｎが対応する。
　この行列をＡ，Ｂの和といい，人十四で表わす。　　一ヽ　　　　　　　　　　　　　　･。
　又Ｑヨｃに対し　K,ｃＤ皿j＝ｃｙ（,め＝ｃΣらＪﾉ＝Σ口α。冲だから，　ｃｙに対応する行列は
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・er　　　　・（FF　/　’　　　。（ｃα。;U,V^V)である。この行列をじÅで表わす。　　 ｀
　今クロネッカのデルタを無限迄に拡張し, u =ﾌﾉのとき∂。＝１でzz≒ﾌﾉのときδ。＝oとする。
　そうすれば関数１には行列べ∂。）が対応する。これをE=(:s。）で表わし単位行列と呼ぶ。
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　Ｒヨじに対し, c^Qならば関数ごに対応する行列ぱじ£であるが，園ﾖＱならば，どう表わ
されるだろうか．０に対応する行列は（O ； zz,ロＥｙ）である．これをO = (.O; u,ueV)で表わす･
　　　　　　　　　　　　　　　５．　関数の結合と行列の積
列
定理　関数ｆ,ｇに対応する行列が，それぞれ４＝(ｇｊ)，３＝｡(&。)ならば，関数ｇｆ装は行
(ΣらＪ。)が対応する。この行列を凡召ゐ積といい,
AB T表わす，
証明 ｙ(。
verり
n　(ｇｙ)(“)゜'ｇ(1j“ｉｗ゛)二1j““ｇ(゛゛)
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　　　　　・てｙ　　　　j°1
ｊの番号は必要ならば係数に０を含ませることによって，ゐの各番号について共通にとれる．
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ここでｗがｗｌ，…，ｗ。以外ならば
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α－＝０で，ｔひが．ｗｌ丿･,Ｗ。・のどれかに等しくて，i7が
り1,…,り。以外ならばZ‰＝Oである。行列
Σ≪Ｕ≪,^Ｋｌｔゐ
抑Eｙ
は当然行有限である．
　行列の全体ＭかＦの上に１対１に対応し，和．ベカラー倍，積がそれぞ群対応しているから
訂はＱ上のベクトル空間をなし，零因子を含む非可換環をつくる．しかし，このことは行列の
演算の定義から直接証明することも困難でない．＞　　・
　例えば結合律Ａ(召C) = CA召)Ｃを証明して見よしう．　　　　，
Ａ＝嫉ぶ，Ｂ　＝　(,bぷ,c=cらj)とする．与えられたｊＥｙに対して，λ1,λ2,…,2，以外のtﾉに対
してはら．＝Oとする.
　Å召の印,功元はΣO-uubχ,．
　　　　　　　　　　　1-1　　　　　　　　　　　　　　　●｀　●
　又，μ1,μ2,…,μ，以外の77に対しては任意のλi (,≫'=↓>2,--･,Jﾌ)に対占て&λtv=Oとする．こ
のことは有限個の中で探すのだから必ず出来る.
　Å召の(μ，禎元はμ1,μ2,…,μ，以外の乙ﾉに対しては０となる．
(.ＡＢ-)Ｃの(､zz､び)元は宍
1
(ぷα
“Ｍふらり
)
召Ｃの（λ1,０元はΣみ４りら力，
　　　　　　　　J-1
/1(召cjの(､z4､功　元はi““｀゛(jﾐE
I
&｀゛JらJ )゛十
!
y
･!^u＼<^A<*iJらJ°
　　　　　　　　　　　　　　４．　正則変換，逆行列，正則行列
　定理　ｙが尺からＲの中への１対１変換である為の必要十分条件は〔/(."-)･ u^V〕が，１
次独立であることである。
　証明(ｙ皿｀)；ｇＥｙ〕が１次従属ならば，有限個のｙの元Ml,Ｍｌ，…,り及び全てはＯでな
いＱの元ｒl,ｒ2,…,ｒ。が存在して　　　　　△　　ブ
　　./{riUi十r,M,十‥･十rsUs')= rtf{が)十r^fi
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riu.十ｒ2zg2十…十ｒ少ｓ≒０だから，／は１対１でない．
　逆に／が１対ＬでないならばＪ≒ｙに対し，／μ｀)＝／(ｙ)
　ｚ＝ヱーｙとおけば／げ)＝／り十幻＝／り)十／(幻
よってｚ≒Oに対し／(,蛸＝Ｏとなる．
　Z=CiU,十CiUn十…ら侑とすればご1ぷ,…,らの中でＯでないものがある．ら/C"i)十ら/皿2)十
…十ら八叫)＝丿(ｚ)７０　従って〔μ,哨いｔｅ≡ｙ〕が一次従声になる．
　特に上への１対１変換を正則変換と呼ぶ．／が正則変換のとき，／に対応する行列を/1とす
る．又／の逆変換/-1に対応する行列を３とする．
　　１＝戸!/ = //-!よりＡＢ＝召λ＝£
　このとき召はÅの逆行列であるといい，召＝λ-1で表わす．逆行列をもつ行列が只一つ七か
逆行列をもたないことも，有限行列のときと同様に証明出来る．このとき正則行列と呼ぶ．
　逆に正則行列Ａが与えられた時, A,A-'-に対応する関数を八ｇとすればﾉ1A･-1＝Ａ-1Å＝£
より　訂＝ｙｇ＝１
よってｆは正則関数となりｇ＝／-１となる．
　簡単な行列の逆行列を求めて見よう．
　今λ＝(らj)を次の様な行列とする.
　　αu＼u2αU2乙≫1=1,どzllz4111411‾α籾2ltぷ12‾Oﾀ　αμつ－21∂/i£η(μ,り=≒=lzzl1,zzl21)
　このときÅ-1＝ゆぷは次の様な行列になることは容易に確められる．
　　配1742＝”1I,％Ｕ＼―1, ^MlMl ―t>‰2zz2＝0，ろ９＝１δ９(な,ひ≒z41,zz2)
　しかし，一般の逆行列は行列式が定義出来ないので，有限行列のときのように簡単には行かな
い．
〔Ｉ〕
〔Ｈ〕
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